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本論文は，2重非心 F 分布のパーセント点近似法に対して比較検討を行う．
前廣ら (2011)で検討されたものと設定は同じであるが，有薗ら (2015)で参考文献に誤
記があることが指摘されたことによる比較の不備を修正するものである．
結果として，先に推奨されたMCL-M法より修正された MCL-E法の方が優れており，
特に SN比の信頼区間の導出に向いていることが確認された．
1 はじめに
タグチメソッドは近年でも製造業を中心に関心が深い統計的方法の 1つである．タグチ
メソッド中でも SN比は重要な主題であり，その扱いを精緻化することは SN比の本質に迫
るものであると考えられる．永田 [8]などで SN比は 2重非心 F 分布で説明可能であるとい
う議論がなされている．堀井・松田 [3]は永田 [8]に基づき，実際に SN比の分布が導出可
能となるように関係式を拡張して 2重非心 F 分布のパーセント点近似法の研究を行い，自
由度が小さい場合のパーセント点の導出には既存の近似法の利用が難しく，少し時間はか
かるがモンテカルロ法で十分な精度の計算が可能であることを示した．また，前廣ら [7]で
は，2重非心 F 分布のパーセント点近似法を他に探し，自由度の小さい場合にも適用可能
なものとしてMCL-M法の利用を推奨し，その下で SN比の信頼区間を実際に構成する事
例研究を行い，再現性として一般に用いられている 3dbが妥当であるかを検証した．
一方，有薗ら [1]は前廣ら [7]が用いた参考文献に誤記があることを見出し，新たなパー
セント点近似法を提案し，井上ら [4]においてパーセント点の比較を行っている．その近
似法は計算機環境にできる限り依存しなように工夫されたものであるが，統計ソフト Rが
利用できる環境に限定した場合に用いることができる前廣ら [7] のMCL-M法や修正した
MCL-E法との比較を行っていない．
本論文では，MCL-E法の計算プログラムを修正した上で上記の複数の方法の比較を行う．
2 2重非心F 分布
2重非心 F 分布 F 00(1; 2; 1; 2) は以下で定義される確率変数が従う分布である．(鳥越
[10]，堀井・松田 [3]参照)
F 001;2;1;2 :=
(
021;1
1
),(
022;2
2
)
(1)
このとき，分母と分子の 02はそれぞれパラメータ (自由度,非心度)が (1,1)と (2,2)
の独立した非心カイ 2乗分布に従う確率変数である．2重非心 F 分布の確率密度関数は以
下のように定義されている．
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(0 < x <1; 1; 2 = 1; 2; :::;1; 2 > 0)
ここでの

r
i

は r個のものから i個選ぶ組み合わせである．また，pF (x; 12 + i; 22 + j)
は自由度 (1+2i; 2+2j) の中心 F 分布の密度関数であるので，以下のような関数となる．
pF (x;
1
2
+ i;
2
2
+ j) =
(1=2)
1=2+i
B(1=2 + i; 2=2 + j)
x1=2+i 1
(1 + (1=2)x)(1+2)=2+i+j
(3)
ここでの B(; )はベータ関数である．
上記のように 2重非心 F 分布の密度関数はとても複雑な形をしており，直接的にパーセ
ント点を求めることは困難であることが分かる．
3 2重非心F 分布のパーセント点近似法
よく使われる従来のパーセント点近似 (Tiku法)と Cornish-Fisher展開を用いたパーセ
ント点近似 (Torigoe法)の 2つの近似法については本論文では比較しないので紹介は省略
する．これらの方法の特徴は堀井・松田 [3]，前廣ら [7]を参照のこと．
ここでは，Mudholkar et al.[6]，前廣ら [7]，有薗ら [1]により，比較を行う 3つの方法を
紹介する．
3.1 MCL-E法
Mudholkar et al.[6]はエッジワース級数展開と Aty[2]によって導き出されたキュムラン
ト表現を組み合わせることによって，標準正規変数の分布関数を用いた 2重非心 F 分布の
累積分布関数の近似式を導出した．
3.1.1 MCL-E法の導出
エッジワース級数近似を展開するために 2重非心 F 分布を以下のように置き換える．
PrfF 001;2;1;2  cg = Prfv = v1   c1=3v2  0g (4)
このとき v1 = f021(1)=1g1=3，v2 = f022(2)=1g1=3 を意味する．
ここで Aty[2]の f021()=( + )g のキュムラントの表現を用いることと，v1と v2の独立
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性を用いることで以下のようなキュムラント ks(v = v1   c1=3v2の s = 1; 2; 3; 4)の式を得
ることができる．
k1 = (r1=1)
1=3T1(r1; b1)  (cr2=2)1=3T1(r2; b2);
k2 = (r1=1)
2=3T2(r1; b1) + (cr2=2)
2=3T2(r2; b2);
k3 = (r1=1)T3(r1; b1)  (cr2=2)T3(r2; b2);
k4 = (r1=1)
4=3T4(r1; b1)  (cr2=2)4=3T4(r2; b2);
(5)
このとき
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ri = i + i; bi = i=ri (i = 1; 2) である．ここで，有薗ら [1]の指摘に基づいて，Tj(r; b)
の式を前廣ら [7]の論文から修正した．
以上を用いてエッジワース級数展開を行うことにより，2重非心 F 分布の累積分布関数
のためのエッジワース級数近似を得ることができる．(Johnson and kotz[5]参照)
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このとき，d =  k1=
p
k2，1 = k3=k3=22 ，2 = k4=k22，() は標準正規変数の分布関数，
() は標準正規変数の確率密度関数を意味する．本論文でもこの近似方法を前廣ら [7]にな
らってMCL-E法と呼ぶことにする．
3.2 MCL-M法
Tiku[9]は非心 F 分布と合流型超幾何分布に対応するモーメントに関して 2重非心 F 分
布の r番目のモーメント 0r の表現を導き出した．これらの計算は困難なため，Tikuは合
流型超幾何分布を近似することによって r番目のモーメント近似法も同時に導き出した (こ
の 3次の近似モーメントは 2重非心 F 変数 F 001;2;1;2 の近似 aF01;2 + bのパラメータ
(a; 01; b)を決定することに使われる)．これらを利用し，Mudholkar et al.[6]が非心 F 変数
に基づくモーメント近似を導き出した．
導出の詳細は前廣ら [7]を参照されたし．
本論文でもこの近似方法を前廣ら [7]にならってMCL-M法と呼ぶことにする．
3.3 有薗・井上の方法
有薗ら [1]では，2重非心 F 分布の累積分布関数を，F 分布の正規近似を用いることで直
接構築して計算する手順を編み出した．MCL-M法では非心 F 分布の分布関数の計算が必
3松田眞一
要になるのに対してこの方法はMCL-E法と同様に正規分布の分布関数の近似しか必要と
しない．また，MCL-E法と違って，F 分布の分布関数の近似式が改善されればさらに改善
の余地があるとしている．
詳細な計算式は有薗ら [1]を参照されたし．
本論文では，この有薗ら [1]の研究とそのパーセント点を評価した井上ら [4]の研究にち
なんでこの方法を有薗・井上の方法と呼び，AI法と略すことにする．
4 近似法の比較
堀井・松田 [3]や有薗 [1]と同様，鳥越 [10]と同じ設定である中程度の自由度における計
算結果について比較を行う．すなわち，自由度 1が 5, 10, 20，自由度 2が 10, 20, 30，非心
度 1と 2が 5, 10での 27の組み合わせである．
4.1 真値について
堀井・松田 [3]によって定義された真値を用いる．この方法は統計ソフト Rに元々入っ
ているカイ 2乗乱数 (rchisq)を用いたものである．非心カイ 2乗乱数を 10000組発生させ
て式 (1)を計算し，それを 10000回繰り返したパーセント点の平均の値を真値と定義する．
この定義での真値はモンテカルロシュミレーションでの相対標準誤差が平均で 0.0003であ
り，非常に信頼の高い値となることが堀井・松田 [3]によって分かっている．井上ら [4]で
もシミュレーションによって比較用のパーセント点の値を求めているが，最後の桁に誤差
が見られて本論文での真値とは異なっている箇所がある．（計算精度が 10倍異なる．最大の
誤差は 0.003である．）
4.2 近似法のプログラム
MCL-E法のプログラムは，前廣ら [7]のプログラムを元に先に述べた誤記による部分を
修正し，他に見られたバグを直したプログラムを用いた．パーセント点の求め方の詳細は
前廣ら [7]を参照のこと．
MCL-M法プログラムは，前廣ら [7]のプログラムを基本として，プログラム的に効率の
悪かった部分を修正したものを用いた．
AI法についてはプログラムを作成せず，井上ら [4]の表から計算結果を取得した．
4.3 比較結果と考察
表 1, 2は比較結果をまとめたものである．表中の太字はもっとも真値に近い値を示して
いる．それによると上側パーセント点と下側パーセント点では違う傾向が現れた．
表 1の上側パーセント点ではMCL-E法がもっともよく近似されており，第 1自由度，第
1非心度，第 2非心度がどれも小さく，第 2自由度が大きい場合にMCL-M法の方が近似
がよいことがあった．AI法は一部で一番よい結果を示したが，MCL-E法と同じ数値であ
る場合がほとんどであった．
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表 1: 2重非心 F 分布の上側パーセント点の比較
自由度 非心度 上側 5%点 上側 10%点
1 2 1 2 真値 MCL-E MCL-M AI 真値 MCL-E MCL-M AI
5 10 5 5 4.054 4.055 4.016 4.073 3.145 3.146 3.129 3.147
20 4.029 4.033 4.025 4.032 3.277 3.280 3.276 3.267
30 4.028 4.033 4.028 4.032 3.332 3.335 3.332 3.320
5 10 5 10 2.872 2.873 2.833 2.891 2.257 2.258 2.241 2.263
20 3.310 3.313 3.302 3.314 2.701 2.703 2.697 2.693
30 3.505 3.509 3.503 3.509 2.903 2.905 2.902 2.893
5 10 10 10 4.093 4.093 4.034 4.127 3.256 3.256 3.231 3.270
20 4.666 4.667 4.653 4.678 3.865 3.865 3.859 3.859
30 4.915 4.916 4.911 4.928 4.137 4.138 4.136 4.128
10 10 5 5 2.814 2.814 2.783 2.831 2.221 2.221 2.207 2.229
20 2.737 2.738 2.733 2.739 2.275 2.275 2.273 2.274
30 2.711 2.712 2.710 2.713 2.296 2.296 2.295 2.293
10 10 5 10 1.982 1.982 1.951 1.999 1.586 1.586 1.573 1.596
20 2.244 2.245 2.238 2.247 1.872 1.872 1.869 1.872
30 2.357 2.358 2.355 2.358 1.998 1.999 1.997 1.997
10 10 10 10 2.585 2.586 2.544 2.608 2.080 2.080 2.062 2.093
20 2.910 2.911 2.901 2.916 2.444 2.444 2.440 2.444
30 3.046 3.047 3.043 3.051 2.603 2.603 2.602 2.601
20 10 5 5 2.203 2.202 2.175 2.217 1.763 1.763 1.751 1.771
20 2.094 2.094 2.090 2.096 1.774 1.774 1.772 1.775
30 2.051 2.051 2.050 2.051 1.774 1.774 1.774 1.774
20 10 5 10 1.543 1.543 1.515 1.557 1.253 1.253 1.241 1.263
20 1.714 1.714 1.707 1.716 1.457 1.457 1.454 1.459
30 1.781 1.781 1.779 1.782 1.543 1.543 1.542 1.543
20 10 10 10 1.839 1.839 1.806 1.857 1.496 1.496 1.482 1.508
20 2.038 2.038 2.030 2.041 1.737 1.737 1.733 1.739
30 2.115 2.116 2.113 2.117 1.837 1.838 1.836 1.838
表 2: 2重非心 F 分布の下側パーセント点の比較
自由度 非心度 下側 5%点 下側 10%点
1 2 1 2 真値 MCL-E MCL-M AI 真値 MCL-E MCL-M AI
5 10 5 5 0.338 0.339 0.338 0.353 0.470 0.471 0.470 0.481
20 0.422 0.424 0.422 0.446 0.581 0.583 0.581 0.601
30 0.459 0.461 0.459 0.487 0.630 0.632 0.630 0.653
5 10 5 10 0.257 0.258 0.257 0.267 0.356 0.356 0.356 0.363
20 0.353 0.354 0.353 0.373 0.486 0.487 0.486 0.502
30 0.402 0.404 0.402 0.426 0.552 0.554 0.552 0.572
5 10 10 10 0.468 0.468 0.468 0.484 0.618 0.619 0.619 0.626
20 0.649 0.649 0.649 0.683 0.850 0.851 0.851 0.874
30 0.743 0.744 0.743 0.785 0.971 0.971 0.971 1.000
10 10 5 5 0.355 0.355 0.355 0.355 0.450 0.450 0.450 0.449
20 0.454 0.454 0.454 0.458 0.567 0.567 0.567 0.571
30 0.499 0.500 0.499 0.505 0.620 0.621 0.620 0.625
10 10 5 10 0.272 0.272 0.272 0.270 0.343 0.343 0.343 0.340
20 0.380 0.381 0.380 0.384 0.475 0.475 0.475 0.477
30 0.438 0.438 0.438 0.443 0.544 0.544 0.544 0.548
10 10 10 10 0.387 0.387 0.387 0.385 0.481 0.481 0.481 0.478
20 0.543 0.544 0.543 0.551 0.668 0.669 0.668 0.673
30 0.627 0.627 0.627 0.638 0.767 0.767 0.767 0.775
20 10 5 5 0.365 0.365 0.365 0.361 0.439 0.439 0.440 0.435
20 0.477 0.477 0.477 0.477 0.564 0.564 0.564 0.564
30 0.531 0.532 0.532 0.532 0.622 0.622 0.622 0.623
20 10 5 10 0.281 0.282 0.281 0.276 0.336 0.336 0.337 0.331
20 0.401 0.401 0.401 0.400 0.473 0.473 0.473 0.472
30 0.467 0.467 0.467 0.467 0.546 0.546 0.546 0.546
20 10 10 10 0.344 0.344 0.343 0.337 0.409 0.409 0.409 0.403
20 0.490 0.491 0.490 0.490 0.576 0.576 0.576 0.575
30 0.571 0.571 0.571 0.573 0.665 0.665 0.665 0.666
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一方，表 2の下側パーセント点ではMCL-M法がほとんどでベストの値を示した．しか
し，MCL-E法はほんの僅かに負けているだけで同じ数値のことも多かった．AI法は同じ
数値になった場合を除いてベストになることはなかった．
5 SN比に適用する際の動向
堀井・松田 [3]や前廣ら [7]にあるように実際に SN比の信頼区間を求めるために 2重非
心 F 分布のパーセント点の近似法を適用しようとする場合，鳥越 [10]で調べられている範
囲より広い範囲での近似法の適用が必要になることが分かっている．
この節ではその問題について簡単に触れてみる．なお，AI法ではこの範囲の研究が行わ
れていないため，今回の比較には含まれていない．
表 3は前廣ら [7]で検討された静特性の SN比の信頼区間のためのシミュレーション設定
の一部で計算し直した結果である．SN比のために必要な設定としては，第 1自由度が 1で，
第 1非心度が大きい場合があることが挙げられる．
表 3: 2重非心 F 分布のパーセント点の比較（静特性 SN比）
自由度 非心度 下側 5%点 上側 5%点
1 2 1 2 真値 MCL-E MCL-M 真値 MCL-E MCL-M
1 5 0 4 0.002 0.011 0.002 3.354 3.333 3.267
10 4 1.155 1.150 1.156 26.93 26.85 25.70
100 4 24.80 24.77 24.76 216.9 215.8 204.0
1000 4 266.3 265.8 265.5 2110 2098 1979
10000 4 2682 2677 2674 21047 20921 19733
1 5 0 10 0.001 0.006 0.001 1.744 1.701 1.706
10 10 0.712 0.709 0.713 13.01 13.00 12.47
100 10 16.28 16.28 16.22 100.2 100.2 94.32
1000 10 176.7 176.7 175.7 967.0 966.5 906.4
10000 10 1782 1782 1772 9637 9628 9026
MCL-E法が修正された関係でMCL-M法より優れている箇所が大幅に増えた．特に前節
では完敗であった下側パーセント点においても第 1非心度が大きい場合はMCL-E法の方
が優れていることが分かった．
6 まとめ
前廣ら [7]においては全体的にMCL-M法が優れていて単独で使うなら推奨されていた
が，今回の研究によりむしろ，単独で使うなら修正したMCL-E法の方がよいことが分かっ
た．自由度や非心度が中程度の場合の下側パーセント点の場合はMCL-M法の方が優れて
いることが多いが，その差は僅かであり，SN比のために必要とされる第 1非心度が大きい
設定ではMCL-E法の方が優れていたため，単独で勧められるのはMCL-E法となる．
AI法は数値的にはMCL-E法と似た傾向を示すことも多く，上側パーセント点ではMCL-
M法よりよい数値を示すことがあり，SN比の適用場面でどのような動きをするのかの研究
が待たれる．
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7 おわりに
本論文では，前廣ら [7]の参考文献の誤記により近似法の比較が正確に行われていなかっ
た問題について，改めて比較を行うことにより近似法の性質をまとめ直した．結果として
より優れた近似方法を確認できた．
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